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Una nota su un analogo infinitesimale

del g—d algoritmo

~di P. WYNN (Amsterdam)
11 problema di sviluppare l'integrale di Laplace

(1) F(2) = [e“"f D (a4 ) dt

0

in una frazione continua

P B, (a) B, (q)
= = W — = @ ="

pud essere affrontato in due modi. Il primo, essendo essenzial-
mente un processo discreto, usa un risultato della teoria del ¢ —4a
algoritmo [1]. Secondo questo la serie infinita

[=-]
(2) P Cimgr g—r—1
Pre=a()

pud essere trasformata nella frazione continua

(3) O e g™ e g

2— g — 2 — g — e — e —gm —etm — "

nella quale le quantita ™), ¢!™ vengono determinate con l’applica-
zione ricorrente della regola del rombo

(4) q(;n) + 8';?""' o q(rm-{-ll + 6?_’_‘;‘]’"1’)
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(5) 93-?1 egrm) —_ q(;n—l»l) egm-i—l)

. inied (m) —. (m) —
usando come valore iniziale ™ =0, ¢ = et/ Com *
Conformemente 'integrale (1) & sviluppato formalmente secondo
le potenze inverse di 2, dando luogo alla serie

(6) F(2) co E D) (q) 71

r==0
ed i coefficienti nella frazione continua della forma (3), corrispon-
denti alla serie (6), vengono determinati dalle relazioni (4) e (5),
quando vi si ponga ¢, = D¥(a).
Usando la notazione

Com Cmnd1 - - Cptp—s

Cont1 Cmt2 - « Comtk

M B (e} = , Hi™ {eg) =1

Omtk—1 Cmtk + « o Cmtop—2

si pud dimostrare [2] che

(8) oo — Tkt lood ™ (o)
» H,SM) {Gs} Hr(m+1) {(’s)

B {0} B (o)

9) q,ﬁ,”” =
Hr(wb) {cs} Hr(:ll-f-l) {68}
(am) 0
(10) elm) glm) — H, Yy {os) Hr(—”-f 0}

[E™ {e,}]f
e che i denominatori

Co 6 .. 0,

Cppe Cn . . C
(1] ’(0) 2) — n—1 n + Uon—1 . p
) 2, (7 ¢y ¢y « . Cp—y (=1 . n=12..

Ch—a1 Cn . « . Coyn
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delle vidotte suceessive della frazione continua (3) soddistanno la
relazione ricorrente
Yy ay P N 0y LREE R . 4 [REFPE ] -
513( Pd (2) == {2 — 'i':+'1 - Bi: "I'»‘a 2) Pl: l]@*j 1’,,,.1 f»)
eon
[ e - [ )
p) (2) = Lpll=2z—q

Per distinguere fra i coefticienti di frazioni continue derivate da
diverse serie di potenze, i ecoefficienti ed i vari associati determi-
nanti di Uankel verranno seritti con un argomento esprimente la
forma generale del coefficiente ¢,. Cosi i determinanti di Hankel
ehe si riferiscono ai coefficienti della serie (6) si seriveranno

ot e §)
H™ {7 (o) my k=0, 1, ..
e la frazione coutinua per la serie (6) si sceriverd

& (a) e}“ fo v g i) e f (e q (D ()]

wou

- ‘11\1' s (@) — & — q, (D) —e s () —  a— 4 {D#a)|—e{ @) —
Occorre osservare che 1uso delle relazioni di rombo (4) e (5) da
pure i coefficienti nella frazione continua

F,, (:}-—:fe““‘ Qo (q - 8) dt ==
o

@ (a) e e (a)) g (D ()] e [ Plst (a)) g e (a)
T 1 ! ¥ ; » i

;;N(l:lm?&)j!{“}} s :—QQM ‘{ i 8"“”} __elm é e (“ ” " z""l‘,'ll% (I)(S‘((l'}g_e"rll‘{([)(“ﬁic‘j%.—-— o

Il secondo metodo consiste nel trastormare la serie infinita

h 5 ®ia-f rh)ertihs

rasy)

considerata come uno sviluppo secoudo le potenze inverse di b,
in una frazione continua nell’argomento e*, usando le regole di
rombo (4) e (3) con ¢, = @ (a + rh), e tenendo conto del comporta-
mento della frazione continua e dei suoi coefficienti, quando & tende
a zero. Il opportuno di sostituire la variabile discreta r nelle rela-
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e
(21) ]lim [q AP (- sh)) = e { D (t 4 sh)}] = @, (¢) =
"
_HL (o R0 o) | B (2 () B (2 (k)
COHL (OO 10 ) B (0 ) 1 (0 )
Applicando una nota regola di derivazione segue che
D (1) D1y ... Pl ()
D' (¢t) Dty ... DU(g)
e LEM @)= : :
Pl=21 () PU—D (¢} . . . P2k (f)
Pty DIV (¢) L, PRE=D (1)
¢ quindi .
d
= Bty =

d IS (1 5 . d ;
H(}B] f(D(s)(t)}H,S_UEI [@(S)(t)} aﬂv(o—)l {@ )(I)} a’gﬂﬁzl {d)( ) (t)} 2 dqt HI('O) {@m(t);

(2D ()] B2 (0% @) B (Y ) H, (0 (t))

onde si pud scrivere, usando la formula (22), ed il primo sviluppo
di Schweins [4]

— 5 {0V ()] B2 (87 (1))
[H,EU) { (p(s) (t }]-

H,E.l}jlgd(q t}H(O)E®(3) )} -__H,E”{iﬁm( ’0) tq—,(s? ’)’
(ST OET (67 0] | B (07 o) B, (470

=— B, () [0, (P9 @)} — ¢ 9@ (2)]]
0, coll’uso della regola di rombo (4):
— B, O[5, (PO ()} — ¢ (DO ()} — el (D) (1)) + &2 (DO (1))}

e finalmente
B, (8)[Qrg1 (8) — Qn(2)]

in accordo con l’equnazione (17). L’equazione (16) si pud dedurre in
analoga maniera dalle espressioni (20) e (21) in collegamento con (22).



183] Tna nota su un analogo infinitesimale ecc. 7

Se la serie (2) & lo sviluppo in serie di potenze di una fun-
zione razionale di z, il cui denominatore & un polinomo di grado n
in 2z, e il cui numeratore & un polinomo di grado » — 1 al massimo,
la frazione continua (3) si arresta, e nello schema ¢ —d (4) e (5)
tutte le e, s =0, 1, ... visultano nulle. Tuttavia puo aceadere che

per caso una quantitd 6;5;" sia zero. La guantita q"_‘Z'_‘l dedotta con
Papplicazione dell’equazione (5), & allora formalmente infinita. Anche
le due quantita e;f_l e aﬂ;” sono formalmente infinite, e la quantita
qﬁ-—f” ¢ indeterminata. Si pud superare questa difficoltd con Pappli
cazione di certe regole singolari. Essa nasce perche la medesima

relazione lineare esiste fra i gruppi dei coefficienti ¢, Ot 22 O

se m = mym -+ 1,..,m 4 n, perd non per valori generici di m. Dal-
I’esame della formula coi determinanti si puo vedere facilmeunte che
casi singolari non nascono mnella forma continuativa dell’algoritmo
q — d. O esiste una relazione lineare di ordine finito fra le derivate
successive della funzione @ (t), — nel qual caso Uintegrale di La-
place & equivalente ad una funzione razionale di z, la funzione E,(t)
& identicamente nulla, e la frazione continua (18) si arresta — op-
pure non c¢’e¢ tale relazione e tutte le fuuzioni ., (t), Q,(¢) sono
completamente determinate.

Un altro uso al quale servono le formule con determinanti (20)
e (21) & di esprimere i risultati ottenuti dall’applicuzione delle re-
lazioni (16) e (17) (alle differenze e differenziali) alla funzione
& (t) e="". Occorre ricordare che

LN = SN
(23) (%t—) fe=" @ (1) =" 3 (’:) (— ny ((‘1—{) D (t).

ret
Se si sostituisce la funzione @ () nelle formule (20) e (21) con la

et @ (1), e se si usa lequazione (23), &, dov’® opportuno, la rela-
zione

gt d a1t
d a2 ar
. 0 —- {e="" D (1)) =8 [e=" D (1)) ... - (e="" D (t))
H,“)E— e"’”@(t)% =
dt® . . . .
ar dar+i q2r—1
0 —d—i; {e_nt 0] (t)} —d_t.;ﬁ {e—"t(ﬁ(t)} ees —;]—t?:_-l {e‘”t@(t)}
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%4

wi deduce, dopo opportune operazioni su vighe ¢ eolonne, che

i‘?ﬂ"f\} e

Qh:u‘f )=

P

ey e

l[,e (g1 Y

R R

K/ AR SR

o

ey

& ni" )

we DU

=) |

P ay

C Py P L DR )| Q=2 gy Pr-tig),,, Py }
! 'I' (et} D) .. DT Na) f
D) P D)
! 4
| |
| |
=iy Py L e
I Pier) R AR | D) D) o D) |
% &y o DY) | 1["“{(15 D"ay ... D) ;
}
%1}"*“ Prtiia) ... P+ a) | | Py PUa) ... BP-a) 1
| Dy Pla) .« D)a) 1 Pla) .. OB
D’(a) Pa)y ... DPETU(a) y  Dia) .. DPia)
@ria)  dEHay .., D a) nt Da) ... PET-Tia)
Pa) D) . PO 1 D) e D)
D'la)y  DPa)y ... DUVa) 3 D'la) DY)
Dira) BUrtia) ... PN a) y—t @l=ta) ... PEr—a)
TR Bw &) | |1 P .. Br-1a)
@'ta) P"(a) ... D) n D) .. PVa)
Dir=Ta) Pa) ... (l)(”’“"\a); 3t DY a) . PE—ia)
_ P& P (@)
Trom T o
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dove, come si puo vedere dall’equazione (11), i polinomi sono i de-
nominatori delle ridotte successive della frazione continua

@ (a) ~E1 (a) Er (a)
N — Q@) —n — Q@) =" n— Qrpy (@) ="

e le «tilde» son state usate per indicare il risultato dell’applicazione di
relazioni (16) e (17) alla funzione ¢—7t @ (). Ma dalla formula ricorrente
(vedi equazione (12))

PO, ) = (1 — @, (@) PV () — B, (a) p, ()
Qraa () = Qr () — 7
questo risultato &, naturalmente, dedotto per mezzo dello sviluppo

& (a) EB, (a) B, (a)
F 1 ... .
(& 40 = N—Q, (@) — 2+n—Qya)— " 2n—Qrpy(a) —
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BIBLIOGRAFIA

1. RuTisHAUSER H., Der Quotienten-Differenzen-Algorithmus, Birkhiiuser Verlag.
Basel/Stuttgart 1957.

2. RuTisHAUSER H., op. cit. p. 10.

3. RumisHAUSER H., Ein kontinuierliches Analogon zum Quotienten-Differenzen-dlgo-
rithmus, Arch. Math. 5, 182-137 (1954).

4. ArrkeN A. C. Determinants and Mairices, Oliver and Boyd, 6 Ed. 1949, Ch. V,
p. 108.

5. RuTisHAUSER H., Der Quotienten- Differenzen- dlgorithmus, ZAMP, vol. 5, 1954,
p. 241.

[Entrato in Redazione U 11 seltembre 1961].



Tipografia » Oderisi» Editrice - Gubbio 1962



